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Der Kreisel (1)

Vorbereitung

Das Trägheitsmoment und der Trägheitsellipsoid
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Es soll das Trägheitsmoment eines beliebigen Körpers berechnet werden. Dazu wird ein kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung im Schwerpunkt des Körpers in den Körper gelegt. Das Trägheitsmoment berechnet sich nun nach:
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Die ersten drei Summanden, die Hauptträgheitsmomente, beinhalten die Trägheitsmomente bzgl. der drei Hauptträgheitsachsen des Körpers, während die letzten drei Summanden, die Deviationsmomente, Unwuchten und Unsymmetrien bzgl. der Drehachse berücksichtigen. Kürzt man die Hauptträgheitsmomente mit A, B und C und die Deviationsmomente mit D, E und F ab, und führt die Größe Trägheitsmodul (2=m/J (m: Gesamtmasse des Körpers) ein und trägt zusätzlich auf allen durch S gehenden Achsen die zugehörige Länge ( ab, so ergibt sich eine Fläche zweiter Ordnung mit der Gleichung:
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Diese Fläche wird Trägheitsellipsoid genannt. Die Hauptachsen des Ellipsoids entsprechen dabei den drei Hauptträgheitsachsen, oder auch freie Achsen, unseres Körpers. Mittels einer Hauptachsentransformation läßt sich diese Quadrik umschreiben zu:
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Die Deviationsmomente entfallen. Das zu einer durch S gehenden Drehachse gehörige Trägheitsmoment ergibt sich damit zu:

Dabei gehört zur großen Halbachse des Trägheitsellipsoids das kleinste und zur kleinen Halbachse das größte Hauptträgheitsmoment.

1. Die Drehimpulserhaltung


Mit Hilfe zweier Fahrradfelgen mit Handgriff und eines Drehschemels soll die Drehimpulserhaltung demonstriert werden.


a) Eine Versuchsperson setzt sich auf den Drehschemel und bekommt eine sich drehende Fahrradfelge überreicht. Solange die Drehachse der Felge senkrecht auf der des Schemels steht passiert nichts. Wird nun aber die Drehachse der Felge parallel zur Schemelachse gebracht, so beginnt sich der Schemel zu drehen, da der Gesamtdrehimpuls, hier speziell in z-Richtung, erhalten bleiben muß. Wird die Rotation der Felge abgebremst, so kommt auch der Schemel zum Stillstand. Wird umgekehrt die Felge vom Stillstand in Rotation versetzt, so beginnt auch der Schemel sich (in entgegengesetzter Richtung) zu drehen, immer vorrausgesetzt beide Drehachsen sind parallel.


b) Ein sich schnell drehender Fahrradkreisel wird mit dem einen Ende seiner Achse in die Schlaufe eines Seils gehängt. Daraufhin vollführt er Drehungen um die "Seilachse". Der Betrag des Drehimpulsvektors bleibt erhalten, nur seine Richtung ändert sich aufgrund des von der Schwerkraft herrührenden Drehmoments das an dem Fahrradkreisel angreift. Der Drehimpulsvektor bleibt dabei in der Ebene senkrecht zum Seil.

2. Freie Achsen
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Eine Zigarrenkiste, also eine Kiste mit drei unterschiedlichen Seitenlängen (Abb.2), soll in Drehungen versetzt werden. Dazu wird in der Mitte einer Seite eine Öse angebracht, mit der die Kiste an einem Draht befestigt werden kann, der wiederum mit einem Elektromotor verbunden ist. Versetzt man die Kiste so in Drehungen, so stellen sich um die Achsen des größten (z-Achse) und des kleinsten (x-Achse) Trägheitsmoments stabile Rotationen ein, während bei einer Drehung um die Achse mittleren Trägheitsmoments (y-Achse) eine nicht unendlich kleine Störung zu einer instabilen Rotation führt. Die Kiste torkelt.

3. Der kräftefreie Kreisel

3.1 Der symmetrische Kreisel


Durch Anbringen von Zusatzgewichten an die Figurenachse des Kreisels soll nun ein Kreisel mit abgeplattetem (A=B<C), kugelsymmetrischem (A=B=C) und verlängertem (A=B>C) Trägheitsellipsoid hergestellt werden. Dazu werden erst kleine Gewichte an die Lager der Figurenachse angebracht und diese dann schrittweise erhöht. Zur Unterscheidung der drei beschriebenen Fälle wird auf die Drehachse des Kreisels eine Sektorscheibe aufgesteckt, die in farbig unterschiedliche Sektoren aufgeteilt ist. Bringt man den Kreisel nun dazu Nutationen auszuführen, so ist anhand dieser Scheibe ersichtlich wann der kugelsymmetrische Fall erreicht ist. Im kugelsymmetrischen Fall bleibt auf der Sektorscheibe ein Punkt einer Farbe sichtbar während alle anderen Farben verschwimmen. Wandert dieser feste Punkt durch die Sektoren, d.h. ändert er seine Farbe, so liegt entweder der abgeplattete oder der verlängerte Trägheitsellipsoid vor. Je schneller die Wanderung des Punktes durch die Sektoren, desto größer der Unterschied zum kugelsymmetrischen Fall.

3.2 Messung der Nutationsfrequenz

Nun soll die Nutationsfrequenz fN in Abhängigkeit der Drehfrequenz f in den drei oben beschriebenen Fällen experimentell ermittelt werden. Dazu wird ein Versuch nach Abb.3 aufgebaut. Zur Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit der Kreiselscheibe ist deren Außenseite in acht Sektoren aufgeteilt die abwechselnd weiß und schwarz sind. Eine Lampe beleuchtet die Seite der Kreiselscheibe. So kann ein Phototransistor den Hell-Dunkel-Wechsel registrieren und Signale an einen Digitalzähler schicken. Vier gezählte Signale ergeben dabei eine Umdrehung. Um die Nutationsfrequenz zu ermitteln bescheint eine zweite Lampe den äußeren Kardanrahmen des Kreisels und bildet diesen mit Hilfe einer Linse auf einen zweiten Phototransistor ab. Führt der Kreisel nun Nutationen aus, so [image: image7.wmf](
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bewegt sich der Kardanrahmen hin und her. Der Phototransistor registriert pro Nutationsumdrehung einen Hell-Dunkel-Wechsel bzw. einen Dunkel-Hell-Wechsel.


Gemessen werden also die Periodendauer TN und T. Daraus berechnen sich die zugehörigen Frequenzen mit: f=1/T(N)=((N)/2(
3.3 Der unsymmetrische Kreisel


Um den unsymmetrischen Kreisel herzustellen müssen alle drei zu den Hauptachsen gehörigen Trägheitsmomente verschieden groß sein. Dies erreicht man durch Umbauen der "Viertelkreisgewichte" auf der Kreiselscheibe. Kurzachsigen, mittelachsigen und langachsigen Kreisel stellt man wie bei 3.2 durch das Anbringen der Zusatzgewichte an die Figurenachse her. Ist die Drehachse benachbart zur Achse des größten oder kleinsten Drehmoments, so stellen sich stabile Nutationen ein. Ist die Drehachse jedoch zur Achse des mittleren Trägheitsmoments benachbart, so sind die Nutationen instabil, der Kreisel überschlägt sich.

4. Die Dämpfung des Kreisels
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Es soll die Winkelgeschwindigkeit des Kreisels als Funktion der Zeit erfaßt werden. Die Winkelgeschwindigkeit wird dabei wie in 3.2 gemessen. Der Kreisel wird auf eine maximale Drehfrequenz von 25Hz aufgezogen und dann auslaufen gelassen. Der erwartete Zusammenhang liefert einen exponentiellen Ansatz für die Kreisfrequenz in Abhängigkeit von der Zeit:

Dabei ist ( der Reibungskoeffizient. Nach erfolgter Messung soll ln( über t aufgetragen werden. Es sollte sich also ein linearer Zusammenhang ergeben.

5. Der Kreisel unter Einfluß äußerer Drehmomente


Unter Einfluß eines zum Drehimpuls senkrecht stehenden Drehmoments M=r(F, hier verursacht durch kleine Zusatzgewichte die auf ein Lager der Figurenachse gesetzt werden, ändert sich zwar nicht der Betrag aber die Richtung des Drehimpulses des Kreisels. Der Kreisel weicht dabei senkrecht zur angreifenden Kraft aus (siehe auch 1b). Der Zusammenhang zwischen Drehimpuls und –moment ergibt sich nach dL/dt=M, bzw. komponentenweise dLx/dt=Mx (y,z dito). Die dadurch verursachte Kreisbewegung wird Präzession genannt. Sie ist in ihrer Geschwindigkeit abhängig von der Drehfrequenz des Kreisels. Je größer die Drehfrequenz desto kleiner die Präzessionsfrequenz (p und umgekehrt.


Es sollen nun also zwei Meßreihen (p in Abhängigkeit von ( mit zwei unterschiedlichen Gewichten aufgenommen werden. Dazu wird die relativ kleine Präzessionsfrequenz mit Hilfe einer Stoppuhr gemessen. Jeweils am Anfang und am Ende einer Messung wird die Drehfrequenz nach Aufgabe 4 bestimmt und über die beiden erhaltenen Werte gemittelt. Dies ist nötig, da die erhaltene Präzessionsfrequenz auch nur ein Mittel darstellt.

6. Die Hauptträgheitsmomente


Es seien:

(N: 
Nutationsfrequenz

(p: 
Präzessionsfrequenz

R:
Abstand des (Präzessions-) Gewichts vom Schwerpunkt

m:
Masse des (Präzessions-) Gewichts

(: 
Öffnungswinkel des Nutationskegels
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dann gilt:

7. Der Kreisel im beschleunigten Bezugssystem
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Ein in Rotationen versetzter Kreisel auf den keine äußeren Kräfte wirken behält seine Achse bei. Wirkt nun aber eine äußere Kraft in Form eines Drehmoments, so versucht der Kreisel durch eine Richtungsänderung des Drehimpulsvektors die äußere Kraft zu kompensieren. Betrachtet man einen Kreisel am Äquator, so stellt sich ein durch die Erddrehung (Winkelgeschwindigkeit (E) hervorgerufenes Drehmoment ein:

Dabei ist ( der Winkel zwischen L und (E. Das Drehmoment veranlaßt den Kreisel also seinen Drehimpulsvektor in Richtung Norden auszurichten denn nur dann heben sich innere und äußeren Kräfte auf ((=0).
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Bei nichtäquatorialer Betrachtung des Systems, d.h. auf einer geographischen Breite von ((0, gestaltet sich der Zusammenhang etwas komplizierter. Hier muß die Winkelgeschwindigkeit in zwei Komponenten zerlegt werden. Einmal die "zum Erdboden parallele" Komponente (p und die "auf dem Erdboden senkrecht stehende" Komponente (s. Für (p gilt derselbe Zusammenhang wie oben gezeigt. Es ergibt sich also:
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Für (s läßt sich finden:


Der Kreisel würde sich aufrichten. Um das zu verhindern fesselt man den Kreisel an seine Horizontalebene. In unserem Fall benutzen wir dazu Federn, die den Kreisel nicht starr in seiner Horizontalebene halten. Der Kreisel richtet sich also so weit auf bis sich Drehmoment und Federkraft die Waage halten. Den so beobachtbaren Winkel nennt man Elevationswinkel.
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Abb.2: Zigarrenkiste
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Abb.1: Zur Erklärung des Trägheitsmoments
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Abb.3: Versuchsaufbau zur Messung der Nutationsfrequenz
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